1 Elements de base du calcul des probabi-
lités

Un triplet de probabilité est (€2, C, P) avec :
Q) : ensemble des résultats d’expérience
C € P(Q) : ensemble des événements
P : application probabilité de C dans [0, 1]

P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(ANnB)

P = S

Tirage avec remise dans une urne a deux
catégories :

P(k succes sur n) = (n

PF1—P)"*
ek - )

Probabi}%t(éfslz %onditionnelles :
P(AIB)= ————=
(AIB) =
Théoreme des probabilités totales : pour
tout systeme complet d’événements {A;},
P(B) = ZP(B‘Ai>P<Ai)
iel
Formule de Bayes :
P(B|A)P(A)
P(A|IB)= ———————=
(1B = ==

2 Variables aléatoires réelles

Variable aléatoire réelle :
(Q,C, P) : triplet de probabilité, (2',C") : es-
pace probabilisable avec ' C R. Une variable
aléatoire réelle est une application mesurable

de Q dans ' : VB €', X (B) €C.

Fonction de répartition :
F: R — R
r — P[X <z

Espérance :

Z a(zi)p;

i€l

/Roz(u)p(u)du

cas discret :

E(a(X)) =

cas continu :

cas mixte : somme des deux

L’espérance est linéaire.

Variance :
var(X) = E((X — B(X))2) = B(X?) - B(X)?
var(aX + b) = a*var(X)

Ecart type : 0 = +/var

Fonction 'caractéristique :
ox(t) = B(e"™Y)

n=/
¢x(t) A

Fourier de p.

e™p(u)du est la transformée de

Changements de variables :
PY =yl= > PX=u]
ily;=g(z:)
Théoreme :
Qx,Qy C Rouverts, X : VA continue a valeurs
dans Qx, g : Qx — Qy difféomorphisme.
Y = g(X) est une VA continue de densité

d
dy avec d—m Jacobien de g.

py(y) = pa(g7(v))

3 Couples de variables aléatoires réelles

Couple de VA réelles :
(Q,C, P) : espace probabilisé, (Q',C’) : espace
probabilisable avec ' C R? C' construit a
partir de réunions ou intersections finies ou dé-
nombrables de pavés de R?.
Un couple de VA réelles est une application
mesurable de Q dans .

Fonction de répartition :
F: R* — R
(x,y) — P[X <z,Y <y]

Propriété :
X,Y : VA, o, : R — R : application conti-
nues. Alors a(X) et S(Y) sont des VA indé-
pendantes. Réciproque vraie si a et [ sont
bijectives.

Espérance :
Ela(X,Y)) =
si X et Y VA discretes : > ol yy)pi
(i,5)eIxJ
si X et Y VA continues : /RZ a(u, v)p(u, v)dudv

Moments centrés et non centrés :
mg; = E(XZY]),i,j eN



i = BE(X — E(X))'(Y = E(Y))'),i,j €N

Covariance et matrice de covariance :

cov(X,Y) = iy = E(XY) — E(X)E(Y)
T var(X) cov(X,Y)
EVVi] = <COV(X, Y) var(Y) ) ’
X — B(X)
V= (Y - E(Y))
Fonction caractéristique :
Ox,y (u1, us) = E(exp(iu’ W)),

SO

Coefficient %% %9rrélation :
r(X,v) = VXY

0x0y

Espérance conditionnelle :

E(a(X,Y)) = Ex(Ey(a(X,Y)[X))

Changements de VA continues de R? dans
R : Loi de U = ¢(X,Y)? On introduit une
VA intermédiaire V = h(X,Y) (ex : X). On
cherche la loi du couple (U, V') puis la loi mar-
ginale de U. Ou calcul de la fonction de répar-
tition de U. Ou, si X et Y sont indépendantes,
fonction caractéristique de U.

4 Vecteurs Gaussiens

Vecteur gaussien :

X € R" suit une loi normale & n dimensions si
) exp (—%(X —m)'S7H(x —m)
X)) = )

(2m)"/2,/det(X)

x,m € R" ¥ € S, (R) définie positive.

Fonction génératrice des moments :

O(u) = E(e™ )

Loi du x? :
(Xi)icq1.m} : 7 VA indépendantes de loi N(0, 1).
Y =3 X}~
i=1
Loi de Student :
X ~N(0,1),Y ~ x2, X et Y indépendantes.

Loi de Fischer :
X ~3 Y ~ an,X et Y indépendantes.
X n
Y/m

5 Convergence et théorémes limites

Convergence en loi : X, —> X & la suite

des fonctions F),(z) =
plement vers F(z) =
ou F' est continue.

P[X, < x] converge sim-
P[X < z] en tout point

Théoreme de Lévy : X,, converge en loi vers
X & ¢ continue en t = 0 et ‘
Vt € R, ¢u(t) = B(e"*) —— o(t) = E(™).

Convergence en probabilité : X, ﬁ X &
Ve>0,P[|Xn—X| >€] m(]

Convergence en moyenne quadratique
X, X<:>E((XH—X)2) — 0.

n—oo
Convergence presque stire : X, %) X &
Vwe A P(A)=1= X,(w) — X(w).

Loi faible des grands nombres :
(Xi)ie{1.n} : VA indépendantes de méme loi de

moyenne E(Xk) m < 00.

Loi forte des grands nombres :
(Xi)ieqr.ny @ VA indépendantes de méme loi
de moyenne E(X;) = m < oo et de variance
02 < co.

Z Xk n%oo

Théoréme de la limite centrale :
(Xi)ieqr.my @ VA indépendantes de méme loi
de moyenne E(Xj;) = m < oo et de variance
0? < 0.
La VA centrée réduite vérifie :
y, = Zh=t Xk L ).

n0-2 n— 00



